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Ｂａｎａｃｈ空间中立型泛函微分方程的概周期温和解
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摘　要：借助于一般的谱分解技巧，利用线性算子半群理论研究了Ｂａｎａｃｈ空间Ｘ中立型泛函微分方程一致连续
的有界温和解的存在性与唯一性，得到了当Ｘ没有与ｃ０同构的子空间时方程概周期温和解存在与唯一的谱条件，
推广了线性微分方程的现有结果。

关键词：概周期；Ｃａｒｌｅｍａｎ谱；线性算子半群；中立型泛函微分方程

中图分类号：Ｏ１７４　　文献标志码：Ａ　　文章编号：０５２９－６５７９（２０１６）０１－００３０－０５

Ａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｍｉｌｄｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｎｅｕｔｒａｌｔｙｐｅｉｎＢａｎａｃｈｓｐａｃｅ

ＺＨＡＮＧＬｉｕｗｅｉ
（ＳｉｎｏＦｒｅｎｃｈＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＮｕｃｌｅａｒＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，ＳｕｎＹａｔｓｅｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｚｈｕｈａｉ５１９０８２，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｗｉｔｈｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｓｐｅｃｔｒａｌｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓａｎｄｂｙｍｅａｎｓｏｆｔｈｅｌｉｎｅａｒｏｐｅｒａｔｏｒｓｅｍｉｇ
ｒｏｕｐｓｔｈｅｏｒｙ，ｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅａｎｄｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓｏｆｕｎｉｆｏｒｍｌｙｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｍｉｌｄｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒ
ｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｎｅｕｔｒａｌｔｙｐｅｉｎＢａｎａｃｈｓｐａｃｅＸａｒｅｓｔｕｄｉｅｄ．Ｔｈｅｓｐｅｃｔｒｕｍｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｗｈｉｃｈｉｍｐｌｙｔｈｅ
ｅｘｉｓｔｅｎｃｅａｎｄｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓｏｆａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｍｉｌｄｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｓａｒｅｏｂｔａｉｎｅｄｗｈｅｎＸｈａｓｎｏ
ｓｕｂｓｐａｃｅｉｓｏｍｏｒｐｈｉｃｔｏｃ０．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｅｘｔｅｎｄｒｅｃｅｎｔｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｌｉｎｅａｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｉｔｙ；Ｃａｒｌｅｍａｎｓｐｅｃｔｒｕｍ；ｌｉｎｅａｒｏｐｅｒａｔｏｒｓｅｍｉｇｒｏｕｐｓ；ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｎｅｕｔｒａｌｔｙｐｅ

　　周期解与概周期解的存在性问题一直是微分方
程研究的重要课题之一［１－２］，对于线性常微分方程

而言，Ｍａｓｓｅｒａ于１９５０年证明了有界解的存在蕴涵
周期解的存在。与周期系统不同，即便对于标量概

周期常微分方程，所有解有界也未必蕴涵概周期解

存在。因此，研究概周期微分方程概周期解的存在

性时，除了假设解有界外还必须附加其他条件。一

方面，对于概周期线性常微分方程而言，在附加了

分离性的假设下，Ｆａｖａｒｄ首先证明了其概周期解的
存在性，Ｋａｔｏ建立了有限时滞概周期微分方程的
分离性定理，袁荣［３］把 Ｆａｖａｒｄ理论推广到逐段常
变量微分方程。对于一般的 Ｂａｎａｃｈ空间中的微分
方程，Ａｒｅｎｄｔ［４］证明了在满足非齐次项Ｃａｒｌｅｍａｎ谱

可数的条件下一阶和二阶 Ｃａｕｃｈｙ问题概周期解的
存在性。Ｂａｔｔｙ［５］和ＴｏｓｈｉｋｉＮａｉｔｏ［６］利用单调算子演
化半群理论和 Ｃａｒｌｅｍａｎ谱分解技巧研究了 Ｂａｎａｃｈ
空间中周期演化方程

ｄｘ
ｄｔ＝Ａ（ｔ）ｘ＋ｆ（ｔ）

概周期解的存在性与唯一性。

本文研究抽象中立型时滞微分方程

ｄ（ｕ（ｔ）＋Ｆｕｔ）
ｄｔ ＝Ａ（ｔ）ｘ＋ｆ（ｔ） （１）

概周期解的存在性，其中Ａ是Ｃ０半群（Ｔ（ｔ））ｔ≥０的
无穷小生成元，

ｕｔ∈Ｃ（［－ｒ，０］，Ｘ），　　ｕｔ（θ）＝ｕ（ｔ＋θ）
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ｒ＞０为一给定的实数，Ｆ：Ｃ（［－ｒ，０］，Ｘ）→Ｘ是有
界线性算子，且Ｒ（ｆ）Ｄ（Ａ），ｆ是定义在 瓗 上取
值于Ｂａｎａｃｈ空间Ｘ的概周期函数。借助于一般的
谱分解技巧，利用线性算子半群理论，得到了方程

（１）概周期温和解存在与唯一的谱条件，推广了
非齐次线性微分方程的有关结果并给出了所得结果

的应用。

１　预备知识

令Ｓ１表示复平面中的单位圆。Ｒｅｚ表示复数 ｚ
的实部。对给定的两个复 Ｂａｎａｃｈ空间 Ｘ，Ｙ，Ｌ（Ｘ，
Ｙ）表示 Ｘ到 Ｙ的所有有界线性算子所做成的
Ｂａｎａｃｈ空间。σ（Ｔ），ρ（Ｔ），Ｒ（λ，Ｔ）分别表示算子
Ｔ的谱，预解集和预解。ＢＣ（瓗，Ｘ），ＢＵＣ（瓗，Ｘ）分
别表示Ｘ值有界连续函数空间和有界一致连续函
数空间，并赋以范数‖ｘ‖ ＝ｓｕｐ

ｔ∈瓗
‖ｘ（ｔ）‖，则两者

均为Ｂａｎａｃｈ空间。
对ｕ∈ＢＵＣ（瓗，Ｘ），记
ＳＰ（ｕ） ｛ξ∈瓗：ε＞０，ｆ∈Ｌ－１（瓗），
ｓｕｐｐ（ ｆ）（ξ－ε，ξ＋ε），　ｆｕ＝０｝

其中，（ ｆ）（ｓ）∫
＋∞

－∞
ｅｘｐ（－ｉｓｔ）ｆ（ｔ）ｄｔ，ｆｕ（ｓ）

∫
＋∞

－∞
ｆ（ｓ－ｔ）ｕ（ｔ）ｄｔ，称ＳＰ（ｕ）为ｕ的Ｃａｒｌｅｍａｎ谱，

简称ｕ的谱。
引理１［７］　设ｕ∈ＢＵＣ（瓗，Ｘ），则ξ∈ＳＰ（ｕ）

当且仅当ｕ的ＦｏｕｒｉｅｒＣａｒｌｅｍａｎ变换

ｕ^（λ）＝
∫
＋∞

０
ｅ－λｔｕ（ｔ）ｄｔ，Ｒｅλ＜０

－∫
＋∞

０
ｅλｔｕ（－ｔ）ｄｔ，Ｒｅλ＞{ ０

在ｉξ的邻域无全纯扩张。
引理 ２［７－８］　设 ｆ，ｇｎ∈ ＢＵＣ（瓗，Ｘ），当 ｎ→

＋∞时，ｇｎ→ｆ，则
（ｉ）ＳＰ（ｆ）是闭的，
（ｉｉ）ＳＰ（ｆ（·＋ｈ））＝ＳＰ（ｆ），
（ｉｉｉ）若α∈瓘＼｛０｝，则ＳＰ（αｆ）＝ＳＰ（ｆ），

（ｉｖ）若ｎ∈瓔，ＳＰ（ｆｎ）Λ，则ＳＰ（ｆ）Λ
－
，

其中Λ
－
表示Λ的闭包，

（ｖ）若Ａ是闭算子，ｔ∈ 瓗，ｆ（ｔ）∈ Ｄ（Ａ），
Ａｆ（·）∈ＢＵＣ（瓗，Ｘ），则ＳＰ（Ａｆ）ＳＰ（ｆ），

（ｖｉ）ψ∈ Ｌ１（瓗），ＳＰ（ψｆ） ＳＰ（ｆ）∩
ｓｕｐｐ（ ψ），

（ｖｉｉ）ψ∈ＢＣ（瓗，Ｘ），ＳＰ（ψ＋ｆ）ＳＰ（ｆ）∪
ＳＰ（ψ）。

引理３［５］　Ａ是Ｂａｎａｃｈ空间 Ｙ上 Ｃ０等距群 Ｕ
＝（Ｕ（ｔ））ｔ∈瓗的无穷小生成元，ｚ∈Ｙ，ξ∈瓗，存在
瓘中ｉξ的一个邻域 Ｖ和全纯函数 ｈ：Ｖ→ Ｙ，使得
ｈ（λ）＝Ｒ（λ，Ａ）ｚ，λ∈ Ｖ，Ｒｅλ＞０，则 ｉξ∈
ρ（Ａｚ），其中Ａｚ是Ｕ限制在ｓｐａｎ｛Ｕ（ｔ）ｚ，ｔ∈瓗｝
Ｙ上的无穷小生成元。

对于 ＢＵＣ（瓗，Ｘ）上的平移群 （Ｓ（ｔ））ｔ∈瓗，即
Ｓ（ｔ）ｕ（ｓ）＝ｕ（ｔ＋ｓ），有以下结论。

引理４［９］　ｉＳＰ（ｕ）＝Ｄｕ，其中Ｄｕ是（Ｓ（ｔ））ｔ∈瓗
限制在 Ｍｕ ｓｐａｎ｛Ｓ（ｔ）ｕ，ｔ∈ 瓗｝上的无穷小生
成元。

定义１　对ε＞０，存在ｌ（ε）＞０，对 ａ∈
瓗，τ∈（ａ，ａ＋ｌ），使得

ｓｕｐ
ｔ∈瓗
‖ｆ（ｔ＋τ）－ｆ（ｔ）‖ ＜ε

则称ε＞０是概周期函数。所有Ｘ值概周期函数记
为ＡＰ（瓗，Ｘ），有ＡＰ（瓗，Ｘ）ＢＵＣ（瓗，Ｘ）。

设ｆ∈ＡＰ（瓗，Ｘ），称使得

ａ（λ，ｆ） ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
２Ｔ∫

Ｔ

－Ｔ
　ｆ（ｔ）ｅ－ｉλｔｄｔ

不为零的λ为ｆ的Ｆｏｕｒｉｅｒ指数，ａ（λ，ｆ）为与λ相应
的Ｆｏｕｒｉｅｒ系数。ｆ的所有 Ｆｏｕｒｉｅｒ系数的集合记为
σｂ（ｆ），则σｂ（ｆ）至多为可数集。

由文 ［５］知
ＳＰ（ｆ）＝σｂ（ｆ）

记ｃ０表示所有以范数‖κ‖ ＝ｍａｘ｛ξｉ｝，收敛的
数列κ＝｛ξｉ｝（ｉ＝１，２，…）构成的 Ｂａｎａｃｈ空间。
若数ｆ：瓗→Ｘ是一致连续的，Ｘ没有与ｃ０同构的子
空间，并且ＳＰ（ｆ）是可数的，则ｆ是概周期的。

定义２　连续函数ｕ称为方程 （１）的温和解，
如果对所有ｔ≥ｓ，有

ｕ（ｔ）＋Ｆｕｔ＝Ｔ（ｔ－ｓ）（ｕ（ｓ）＋Ｆｕｓ）＋

∫
ｔ

ｓ
Ｔ（ｔ－ｒ）（ｆ（ｒ）－ＡＦｕｒ）ｄｒ （２）

其中，（Ｔ（ｔ））ｔ≥０是以Ａ为无穷小生成元的Ｃ０半群。
定义３　称 ＢＵＣ（瓗，Ｘ）上的有界线性算子 Ｈ

是自治的，如果Ｈ与Ｓ（τ）可交换，即
ＨＳ（τ）＝Ｓ（τ）Ｈ，τ∈瓗

对ｕ∈ＢＵＣ（瓗，Ｘ），记 ｕ（ｒ） Ｆｕｒ，易见 是自

治算子。记Ｔｈｕ（ｔ） Ｔ（ｈ）ｕ（ｔ－ｈ），则称Ｔｈ为Ｃ０
半群（Ｔ（ｔ））ｔ≥０的演化半群，其无穷小生成元记为
Ｇ。

引理５　设（Ｔｈ）ｈ≥０是关于Ｃ０半群（Ｔ（ｔ））ｔ≥０
的的演化半群，Ｑ是 ＢＵＣ（瓗，Ｘ）中所有 （Ｔｈ）ｈ≥０
的强连续点的集合，则

（ｉ）若 ｕ∈ ＢＵＣ（瓗，Ｘ）是方程 （１）的温和

１３
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解，则ｕ∈Ｑ，
（ｉｉ）设 （Ｔｈ）ｈ≥０的无穷小生成 Ｇ，有 Ｇ（ｕ＋

ｕ）＝Ａ ｕ－ｆ，
（ｉｉｉ）ＡＰ（瓗，Ｘ）Ｑ。
证明　 （ｉ）由于ｕ是方程 （１）的温和解，有

‖ｕ（ｔ）－Ｔ（ｈ）ｕ（ｔ－ｈ）‖ ＝

Ｔ（ｈ）Ｆｕｔ－ｈ＋∫
ｔ

ｔ－ｈ
Ｔ（ｔ－ｒ）（ｆ（ｒ）－ＡＦｕｒ）ｄｒ－Ｆｕｒ≤

‖Ｔ（ｈ）Ｆｕｔ－ｈ－Ｆｕｒ‖ ＋

∫
ｔ

ｔ－ｈ
Ｔ（ｔ－ｒ）（ｆ（ｒ）－ＡＦｕｒ）ｄｒ≤

‖Ｔ（ｈ）Ｆｕｔ－ｈ－Ｆｕｔ－ｈ‖ ＋‖Ｆｕｔ－ｈ－Ｆｕｒ‖ ＋

∫
ｔ

ｔ－ｈ
Ｔ（ｔ－ｒ）（ｆ（ｒ）－ＡＦｕｒ）ｄｒ≤

‖Ｔ（ｈ）Ｆｕｔ－ｈ－Ｆｕｔ－ｈ‖ ＋‖Ｆｕｔ－ｈ－Ｆｕｒ‖ ＋ｈＮｅω
ｈ

由Ｔ（ｈ）的强连续性，Ｆ的有界变差性，及ｈ，ω与ｔ
无关，知

ｌｉｍ
ｈ→０＋
‖Ｔ　ｈｕ－ｕ‖ ＝

ｌｉｍ
ｈ→０＋
ｓｕｐ
ｔ∈瓗
‖Ｔ（ｈ）ｕ（ｔ－ｈ）－ｕ（ｔ）‖ ＝０

即（Ｔｈ）ｈ≥０在ｕ强连续。
（ｉｉ）由于ｕ是方程 （１）的温和解，得

∫
ｈ

０
Ｔ　ｒＧ（ｕ＋ ｕ）ｄｒ＝Ｔ　ｒ（ｕ＋ ｕ）－（ｕ＋ ｕ）＝

Ｔ（ｈ）ｕ（ｔ－ｈ）＋Ｔ（ｈ）Ｆｕｔ－ｈ－ｕ（ｔ）－Ｆｕｒ＝

－∫
ｔ

ｔ－ｈ
Ｔ（ｔ－ｒ）（ｆ（ｒ）－ＡＦｕｒ）ｄｒ＝

－∫
ｈ

０
Ｔ（ｒ）（ｆ（ｔ－ｒ）－ＡＦｕｔ－ｒ）ｄｒ＝

－∫
ｈ

０
Ｔ　ｒ（ｆ－ＡＦｕ）ｄｒ

由线性算子半群的理论［１０］，得知 Ｇ（ｕ＋ ｕ）＝
Ａ ｕ－ｆ。

（ｉｉｉ）参见文 ［１１］。

２　主要结论
本文的主要结论是定理１与定理２，在给出主

要定理之前，先证明一些引理。

令

Ｆｕｔ ∫
０

－ｒ
ｄη（ｓ）ｕ（ｔ＋ｓ）

其中η：－ｒ，[ ]０→Ｌ（Ｘ）是有界变差的。对λ∈瓗，
记

Δ（λ） λＩ－Ａ＋λＢλ

其中Ｂλ＝∫
０

－ｒ
ｄη（ｓ）ｅλｓ。记

ρ（Ａ，λ） ｛λ∈瓗∶Δ－１（λ）∈Ｌ（Ｘ）｝
　　引理６　ρ（Ａ，λ）是开的，Δ－１在 ρ（Ａ，λ）中解

析。

证明　易见，λ，μ∈瓗，有Δ（λ）－Δ（μ）∈
Ｌ（Ｘ），且

‖Δ（λ）－Δ（μ）‖ ＝

（λ－μ）Ｉ＋λ∫
０

－ｒ
ｄη（ｓ）ｅλｓ－μ∫

０

－ｒ
ｄη（ｓ）ｅμｓ≤

λ－μ＋ λ∫
０

－ｒ
ｄη（ｓ）ｅλｓ－μ∫

０

－ｒ
ｄη（ｓ）ｅμｓ＋

λ∫
０

－ｒ
ｄη（ｓ）ｅμｓ－μ∫

０

－ｒ
ｄη（ｓ）ｅμｓ≤

λ－μ＋ λ ∫
０

－ｒ
ｄη（ｓ）（ｅλｓ－ｅμｓ）＋

λ－μ ∫
０

－ｒ
ｄη（ｓ）ｅμｓ≤ λ－μ＋

λ‖η‖Ｖａｒ［－ｒ，０］ｒｅ
ｒｍａｘ｛｜λ｜，｜μ｜｝ λ－μ＋

λ－μ ∫
０

－ｒ
ｄη（ｓ）ｅμｓ

设λ∈ρ（Ａ，λ），若 λ－μ 充分小，则有
｜（Δ（λ）－Δ（μ））Δ－１（λ）｜＜１

因此，

（Ｉ－Δ（λ）－Δ（μ））Δ－１（λ））－１∈Ｌ（Ｘ）
由等式

Δ（μ）＝（Ｉ－（Δ（λ）－Δ（μ））Δ－１（λ））Δ（λ）
知，μ∈ρ（Ａ，λ），故ρ（Ａ，λ）在瓘中是开的。

为证Δ－１的解析性，只须证 Δ－１（λ）对 λ∈
ρ（Ａ，λ）是可微的。设λ∈ρ（Ａ，η），取ｈ∈瓗，使
得λ＋ｈ∈ρ（Ａ，η），注意到，当ｈ→０时，

Δ（λ）－Δ（λ＋ｈ）＝－ｈＩ＋λ∫
０

－ｒ
ｄη（ｓ）ｅλｓ·

［１－ｅｈｓ］－ｈ∫
０

－ｒ
ｄη（ｓ）ｅ（λ＋ｈ）ｓ→０

且

Δ（λ）－Δ（λ＋ｈ）
ｈ ＝

－Ｉ－λｈ∫
０

－ｒ
ｄη（ｓ）ｅλｓ［１－ｅｈｓ］－∫

０

－ｒ
ｄη（ｓ）ｅ（λ＋ｈ）ｓ→

－Ｉ－λ∫
０

－ｒ
ｄη（ｓ）ｓｅλｓ

因此，当ｈ→０时，
１
ｈ［Δ

－１（λ＋ｈ）－Δ－１（λ）］＝

Δ－１（λ）（Ｉ－（Δ（λ）－Δ（μ））Δ－１（λ））－１·
Δ（λ）－Δ（λ＋ｈ）

ｈ Δ－１（λ）→

Δ－１（λ） －Ｉ－λ∫
０

－ｒ
ｄη（ｓ）ｓｅλ( )ｓΔ－１（λ）

　　引理７　设ｕ∈ＢＵＣ（瓗，Ｘ）是方程 （１）的温
和解，则

２３
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ＳＰ（ｕ）｛ξ∈瓗，
Δ－１（ｉξ）∈Ｌ（Ｘ）｝∪ＳＰ（ｆ） （３）

　　证明　由ｕ是方程（１）的温和解，知ｔ∈瓗，

∫
ｔ

０
ｕ（ｒ）ｄｒ∈Ｄ（Ａ），且

ｕ（ｔ）＋Ｆｕｔ＝ｕ（０）＋ ｕ（０）＋Ａ∫
ｔ

０
ｕ（ｓ）ｄｓ＋∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｄｓ

即

ｕ（ｔ）＝Ａ∫
ｔ

０
ｕ（ｓ）ｄｓ－ ｕ（ｔ）＋

∫
ｔ

０
ｆ（ｓ）ｄｓ＋ｕ（０）＋ ｕ（０）

对ｕ进行拉普拉斯变换，得

ｕ^（λ）＝１λ
Ａ^ｕ（λ）－∫

∞

０
ｅ－λｔ∫

０

－ｒ
ｄη（ｓ）ｕ（ｔ＋ｓ）ｄｔ＋

１
λ
ｆ　^（λ）＋１λ

ｕ（０）＋１
λ
ｕ（０）＝

１
λ
Ａ^ｕ（λ）－∫

０

－ｒ
ｄη（ｓ）∫

∞

０
ｅ－λｔｕ（ｔ＋ｓ）ｄｔ＋

１
λ
ｆ　^（λ）＋１λ

ｕ（０）＋１
λ
ｕ（０）＝

１
λ
Ａ^ｕ（λ）－∫

０

－ｒ
ｄη（ｓ）ｅλｓ∫

∞

ｓ
ｅ－λｔｕ（ｔ）ｄｔ＋

１
λ
ｆ　^（λ）＋１λ

ｕ（０）＋１
λ
ｕ（０）＝

１
λ
Ａ^ｕ（λ）－∫

０

－ｒ
ｄη（ｓ）ｅλｓ∫

０

ｓ
ｅ－λｔｕ（ｔ）ｄｔ－

ｕ^（λ）∫
０

－ｒ
ｄη（ｓ）ｅλｓ＋１λ

ｆ　^（λ）＋

１
λ
ｕ（０）＋１

λ
ｕ（０）

记

ｇ（λ）＝ｕ（０）＋ ｕ（０）－λ∫
０

－ｒ
ｄη（ｓ）ｅλｓ∫

０

ｓ
ｅ－λｔｕ（ｔ）ｄｔ

则

（λＩ－Ａ＋λＢλ）^ｕ（λ）＝ｆ　^（λ）＋ｇ（λ）
显然，ｇ（λ）在整个复平面上有全纯扩张。由于

ｕ^（λ）＝（λＩ－Ａ＋λＢλ）
－１（ｆ　^（λ）＋ｇ（λ））

设ξＳＰ（ｆ），ｉξ∈ρ（Ａ，η）及引理６，知 ｕ^（λ）在
ｉξ的邻域有全纯扩张，即ξＳＰ（ｕ）。从而，
ＳＰ（ｕ）｛ξ∈瓗， Δ－１（ｉξ）∈Ｌ（Ｘ）｝∪ＳＰ（ｆ）
为简便起见，记

σｉ（Δ） ｛ξ∈瓗， Δ－１（ｉξ）｝∈Ｌ（Ｘ），

Ｍ ｛ｖ∈ＢＵＣ（瓗，Ｘ）：σ（ｖ） ｅｉＳＰ（ｖ）Ｓ１∪Ｓ２）
其中Ｓ１，Ｓ２Ｓ

１是单位圆的两个不相交的闭子集。

记Ｍｖ ｓｐａｎ｛Ｓ（ｔ）ｖ，ｔ∈瓗｝，有以下引理：
引理８［６］　在上述假设下，有 Ｍ ＝Ｍ１! Ｍ２，

其中ｖ∈Ｍｉ，当且仅当σ（ｖ）Ｓｉ，ｉ＝１，２。
此外，对于 ＢＵＣ（瓗，Ｘ）上的自治算子 Ｇ，有

ＧＭＭ，ＧＭｉＭｉ，ｉ＝１，２。
注１　对概周期函数仍有类似上述分解。
引理９　设ｕ∈ＢＵＣ（瓗，Ｘ）是方程 （１）的温

和解，其中ｆ∈ＡＰ（瓗，Ｘ），则ＳＰ（ｕ）ＳＰ（ｆ）。
证明　由引理８知，若Ｂ是ＢＵＣ（瓗，Ｘ）上的

自治算子，对 ｕ∈ ＢＵＣ（瓗，Ｘ），有 ＳＰ（Ｂｕ）
ＳＰ（ｕ）。由引理５及引理２，有
ＳＰ（ｆ）＝ＳＰ（－ｆ）＝ＳＰ（Ｇ（ｕ＋ ｕ）－Ａ ｕ）＝

ＳＰ ｌｉｍ
ｈ→０＋

Ｔｈ（ｕ＋ ｕ）－（ｕ＋ ｕ）
ｈ －Ａ( )ｕ＝

ＳＰ ｌｉｍ
ｈ→０＋

Ｔｈｕ－ｕ
ｈ ＋ｌｉｍ

ｈ→０＋

Ｔｈ ｕ－ ｕ
ｈ －Ａ( )ｕ

ＳＰ（ｕ）
　　定理１　若

ｅｘｐ（ｉσｉ（Δ））　ｅｘｐ（ｉＳＰ（ｆ）） （４）
是闭的，且方程 （１）在整个实数轴上存在一致连
续的有界温和解，则方程 （１）存在一个一致连续
的 有 界 温 和 解 ω， 使 得 ｅｘｐ（ｉσｉ（Δ））　

ｅｘｐ（ｉＳＰ（ｆ））。此外，如果还满足
ｅｘｐ（ｉσｉ（Δ））　∩ｅｘｐ（ｉＳＰ（ｆ））＝ （５）

则此解ω是唯一的，即若存在方程 （１）的温和解
ｖ，使得ｅｘｐ（ｉσｉ（Δ））　ｅｘｐ（ｉＳＰ（ｆ）），则ｖ＝ω。

证明 　 有引理 ７，知 ＳＰ（ｕ） σｉ（Δ）∪
ＳＰ（ｆ），记 Λ ｅｘｐ（ｉσｉ（Δ））　∪ ｅｘｐ（ｉＳＰ（ｆ）），令

Ｓ１ ＝ ｅｘｐ（ｉＳＰ（ｆ））， Ｓ２ ＝ ｅｘｐ（ｉσｉ（Δ））　＼

ｅｘｐ（ｉＳＰ（ｆ）），由引理８，知存在投影 Ｐ：Ｍ→ Ｍ１，
且Ｐ与 ，Ｔｈ可交换。因此，

ＰＧ（ｕ＋ ｕ）＝Ｐｌｉｍ
ｈ→０＋

Ｔｈ（ｕ＋ ｕ）－（ｕ＋ ｕ）
ｈ ＝

ｌｉｍ
ｈ→０＋

ＰＴｈ（ｕ＋ ｕ）－（ｕ＋ ｕ）
ｈ ＝

ｌｉｍ
ｈ→０＋

ＴｈＰ（ｕ＋ ｕ）－Ｐ（ｕ＋ ｕ）
ｈ ＝

Ｇ（Ｐｕ＋ Ｐｕ）＝Ａ Ｐｕ－Ｐｆ
注意到Ｐｆ＝ｆ，知Ｐｕ也是方程 （１）的温和解。

下证唯一性。设 ｖ∈ ＢＵＣ（瓗，Ｘ）是方程 （１）
的另一温和解，使得ｅｘｐ（ｉＳＰ（ｖ））ｅｘｐ（ｉＳＰ（ｆ）），
则ω－ｖ是方程 （１）对应齐次方程的解，因此，
有ＳＰ（ω－ｖ）σｉ（Δ）。注意到
ｅｘｐ（ｉＳＰ（ω－ｖ））ｅｘｐ（ｉσｉ（Δ））　∩ｅｘｐ（ｉＳＰ（ｆ））＝
知ω－ｖ＝０，故ω＝ｖ。

由文 ［１２］及定理１，容易得到下述定理。
定理２　若

３３
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ｅｘｐ（ｉσｉ（Δ））　∩ｅｘｐ（ｉＳＰ（ｆ）） （６）

是闭的，Ｘ没有与 ｃ０同构的子空间，且 ｅ
ｉＳＰ（ｆ）是可

数的，则方程 （１）存在一温和的概周期解 ω，使
得ｅｘｐ（ｉＳＰ（ω））ｅｘｐ（ｉＳＰ（ｆ））。此外，如果方程
（１）存在一个一致连续的有界温和解，并有 （６）
成立，则此解ω还是唯一的。

注２　当Ｆ＝０时，由本文的定理２退化为文
［６］中定理 ３５；而当 Ｆ是一般的常差分算子时，
我们给出所得结论的一个简单的应用。

例１　考虑中立型方程
ｄ
ｄｔ（ｕ（ｔ）－ｑｕ（ｔ））＝－ｕ（ｔ）＋ｓｉｎ（２πｔ） （７）

其中，０＜ｑ＜１。此时，Ｘ＝瓗，没有与ｃ０同构的子
空间。Ａ＝－１，Ｃ＝Ｃ（ －１，[ ]０，瓗），φ∈Ｃ，Ｆφ＝
－ｑφ（－１），ｆ（ｔ）＝ｓｉｎ（２πｔ）。集合σｉ（Δ）由下式确
定

λ＋１－λｑｅ－λ ＝０ （８）
令λ＝ｉξ，注意到 ｅｘｐ（ｉξ）＝ｃｏｓξ＋ｉｓｉｎξ，代入
（８）式，得

ｉξ＋１－ｉξｑ（ｃｏｓξ－ｉｓｉｎξ）＝０
即

ξ－ξｑｃｏｓξ＝０
１－ξｑｓｉｎξ＝{ ０

（９）

明显ξ≠０，由 （９）式
ξｔａｎ（ξ）＝１ （１０）

方程（１０）的解是可数的，且解 ξ ｋπ
２，ｋ{ }∈瓕 ，

注意到ＳＰ（ｆ）｛２ｋπ，ｋ∈ 瓕｝（见文 ［１３］）。由
定理２知，方程 （７）存在概周期温和解。
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